Prerequisiti di Insiemistica e Logica Formale

1.1.  Insiemi: Appartenenza ed Inclusione

il concetto di insieme come concetto primitivo
simbolo di appartenenza:  (   e di non appartenenza:  (
relazione di   inclusione tra insiemi : (
definizione formale di inclusione: A (  B  se per ( a( A  vale  a( B

definizione di insiemi uguali :  A = B  se e solo se valgono  A ( B  et  A (  B

proprietà dell’inclusione: 

                riflessiva               A (  A ,  ( A

                transitiva              A (  B  et   B (  C     (      A (  C ,    ( A ,  B, C

                antisimmetrica     A (  B  et   B (  A      (      A  = B ,     ( A , B
la notazione (x ( X ( x soddisfa S(  per indicare il sottoinsieme di X che contiene tutti e soli gli elementi di X che godono della proprietà S

la notazione (x( usata per indicare il sottoinsieme di X  che contiene il solo elemento x, l’insieme (x( si dice  il singoletto definito da  x
insieme delle parti o dei sottoinsiemi di un insieme assegnato X:  la scrittura formale P(X)  o  equivalentemente 2X 

teoria “ ingenua” degli insiemi

antinomie e l’insieme “universo” U

1.2. Operazioni di Unione ed Intersezione
le operazioni “booleane” tra insiemi:  unione, ( ,   ed  intersezione,  (  e  le loro proprietà

proprietà commutativa  : A ( B  =  B (  A  ;   A (  B  =  B (  A

proprietà associativa  :  (A ( B) ( C  =  A ( ( B (  C)  ;    (A (  B ) (  C  =  A  (  (B (  C)

esistenza di un elemento neutro, l’insieme vuoto  ( , per l’operazione di unione:  A (  (  =  A

esistenza di un elemento neutro, l’insieme universo X, per l’operazione di intersezione:  A (  X =  A

distribuzione dell’unione rispetto all’intersezione e dell’ intersezione rispetto all’unione

                           ( A ( B  ) (  C  = (  A ( C ) (  ( B (   C)   ;  (  A ,  B , C

                          ( A (  B ) (  C  = ( A (  C)  (  ( B (  C)    ;  (  A ,  B , C

insieme differenza tra due insiemi dati: A / B

posizioni relative tra due sottoinsiemi, le cinque possibili alternative  :

      A (  B  ,   B (  A   ,   A = B   ,   A (  B =  (   ,  A / B (  (    et  B / A  (  (   et  A (  B (  (
famiglie di insiemi :   ( A(  ((((
unione ed intersezione per famiglie di insiemi, i simboli :  ((((  B(      ed    ( (((  B(   ed il loro significato

ricoprimento di un insieme X

partizione di un insieme X

1.3.  Complementare di un insieme 
Definizione : Sia X un insieme ed A (  X un suo sottoinsieme, si dice complementare di A rispetto ad X  l’insieme differenza X \ A .

Notazione : Indicheremo con il simbolo A’  il complementare di A rispetto ad un insieme X,  che si suppone sia  ben definito dal contesto in cui l’operazione di passaggio al complementare viene compiuta.

Osservazione : Una volta fissato l’insieme “ambiente” X,  l’operazione di passaggio al complementare è una funzione dall’insieme 2X , delle parti di X,  in se stesso.

Proprietà del Complementare :

1.    X ’   =   (
2.    ( ’  =   X

3.    A  (  A’  =   X

4.    A  (  A’  =   (
5.    ( A’)’  =  A

6.    A   (   B   (   A’  (  B’  e viceversa

7.    (A  (  B)’  =    A’  (  B’  

8.    (A  (  B)’  =    A’  (  B’ 

9.    ( (((( B( )’  =    ( ((( (B( )’

10.    ( (((( B( )’  =    ( ((( (B( )’

Le proprietà 7, 8, 9 e 10 sono note come Formule di De Morgan

1.4. Insieme Prodotto Cartesiano

Insieme prodotto cartesiano A ( B ,  di due insiemi A e B assegnati :  insieme delle coppie ordinate (a,() di elementi appartenenti il primo ad A ed il secondo a B

1.5. Funzioni 

il concetto “primitivo” di  funzione come “corrispondenza univoca” tra insiemi due insiemi X ed Y

il simbolismo f : X ( Y, 

l’elemento f(x) di Y immagine del punto x ( X mediante la f

il sottoinsieme  f –1(y) di X, immagine inversa mediante la f del punto y ( Y

Nota: con f –1(y) si indica un sottoinsieme, eventualmente vuoto, del dominio X e non un elemento di X. Il formalismo corretto è dunque  f –1(y) ( X

funzioni iniettive

funzioni “sopra” o suriettive

corrispondenze biunivoche o funzioni biiettive

funzione inversa di una funzione biiettiva 

definizione di immagine f(A)  mediante la funzione f : X (Y del sottoinsieme A ( X 

definizione di immagine inversa f-1(B)  mediante la funzione f : X (Y del sottoinsieme B ( Y

proprietà di immagine ed immagine inversa:

1.    A ( B  ( f(A) ( f(B)  

2.    C ( D  ( f-1(C) ( f-1(D

3.    f(A(B) =  f(A) (f(B)

4.    f -1(A(B) =  f -1 (A) ( f –1(B)

5.    f(A(B) (  f(A) ( f(B)

6.    f -1(A(B) =  f -1 (A) ( f -1 (B)

7.    f -1(Y\B) =  X\f –1(B)

8.    f(X\A) e Y\f(A) non sono insiemisticamente correlati

9.    f -1(f(A)) ( A, con = per ogni A ( X se e solo se f è iniettiva

10.   f(f -1(B)) ( B, con = per ogni B ( Y se e solo se f è suriettiva

Definizione di  operazione binaria su di un insieme A

Osservazione :  una operazione binaria su di un insieme A è una funzione definita nell’insieme A(A , prodotto cartesiano di A per se stesso,  a valori nell’insieme A

Grafico di una funzione

1.6.  Relazioni su di un Insieme

Concetto di relazione ( definita su di un insieme A:  si dice che su di un insieme A è assegnata  una relazione ( ,  se in A  è definita una “legge”  che per  ogni coppia x , y di elementi di A   consente di  affermare la verità di una ed una sola delle due proposizioni 

         (I) -    x   è in relazione con y   ( formalmente  x(y )        

         (II) -   x  non è in relazione con y   (formalmente  x((y )

Esempi di relazioni: 

1. relazione di  inclusione,   (  , definita nell’insieme dei sottoinsiemi di un insieme assegnato

2. relazione “(” definita sull’insieme N dei numeri naturali

3. relazione “di parallelismo” definita nell’insieme delle rette appartenenti ad un piano assegnato

4. relazione “di perpendicolarità” definita nell’insieme delle rette appartenenti ad un piano assegnato

5. relazione “di equivalenza” definita sull’insieme delle frazioni (coppie ordinate di numeri naturali di cui il secondo ( 0) dalla legge :  (m,n)((m’, n’)  se e solo se  m . n’  = m’ . n

6. relazione “resto modulo k” definita sull’insieme dei numeri naturali dalla legge:  m ( n  se e solo se scrivendo (in base al Teorema Fondamentale dell’Aritmetica)  m = q . k +  r   con r < k   ed  n = q’ . k + r’  con r’ < k   si ha   r = r’  (in altre parole  i due numeri naturali  m ed n sono in relazione se divisi  per il numero k, fissato,  hanno lo stesso resto)

7.relazione di “idempotenza” tra insiemi : due insiemi A e B , sottoinsiemi dell’insieme universo U, sono in relazione, A(B  se possono essere messi in  corrispondenza biunivoca,  ovvero se  esiste  una funzione  iniettiva e suriettiva  f : A ( B ;  in tal caso si dice che i due insiemi  hanno la stessa potenza o  che  sono idempotenti 

-  relazioni riflessive ( R ):  una relazione ( definita su di un insieme A si dice riflessiva se (  x (  A  vale la   x( x

- relazioni simmetriche  ( S ):  una relazione (  su di un insieme A si dice simmetrica se (  x , y  (  A   dalla   x( y  segue  necessariamente  x( y   

- relazioni transitive ( T ):  una relazione (  su di un insieme A si dice transitiva se (  x , y , z  (  A  da “ x( y  et   y( z“  segue  necessariamente  x( z   

- relazioni antisimmetriche ( A ) :  una relazione (  su di un insieme A si dice antisimmetrica se (  x , y (  A  dalla  “ x( y  et   y( x“  segue  necessariamente la “ x = y”  

- relazioni complete  ( C ):  una relazione (  su di un insieme A si dice completa se (  x , y (  A  vale almeno una delle due proposizioni “x( y”   e  “ y( x”

Osservazione – Esercizio :

                      -  la relazione n. 1  dell’esempio precedente è :  R , T , A

                -  la relazione n. 2  dell’esempio precedente è :  R , T , A , C

                -  la relazione n. 3  dell’esempio precedente è :  R , S , T 

                      -  la relazione n. 4  dell’esempio precedente è :  S

                -  la relazione n. 5  dell’esempio precedente è :  R , S , T                                               

                -  la relazione n. 6  dell’esempio precedente è :  R , S , T di una relazion

                -  la relazione n. 7  dell’esempio precedente è :  R , S , T 

Grafico di una relazione 

Osservazione :  funzioni e relazioni

1.7.  Relazioni di Ordine 

Preordinamenti (R,T)

Preordinamenti Completi (R,T,C)

Ordinamenti (R,T,A)

Ordinamenti Completi o Totali (R,T,A,C)

Esempio di preordinamento : preferenze di un consumatore come relazione d’ordine sull’insieme dei “panieri di beni ammissibili” nell’ipotesi che esistano panieri non confrontabili (non completezza) e panieri distinti ma equivalenti (non antisimmetria)

Esempio di preordinamento completo : preferenze di un consumatore come relazione d’ordine sull’insieme dei “panieri di beni ammissibili” nell’ipotesi che due panieri distinti siano comunque confrontabili (completezza)  e possano esistere panieri distinti ma equivalenti (non antisimmetria)

Esempio di ordinamento (non completo) : relazione definita sull’insieme R2 delle coppie ordinate (x,y) di numeri reali (ovvero sull’insieme dei punti di un piano riferito ad un sistema cartesiano di assi coordinati)  dalla :  (x,y)  (  (x’,y’)  se e solo se  x  (  x’  et    y (  y’

Esempio di ordinamento completo : l’ insieme  N è totalmente ordinato dalla relazione “(”

1.8. Relazioni di Equivalenza

Definizione : una relazione ( definita sull’insieme X si dice di equivalenza se soddisfa le tre proprietà riflessiva, simmetrica e transitiva

Osservazione : la relazione n.3  “parallelismo tra rette”,  la n.5  “equivalenza tra frazioni” , la n.6  “resto modulo k” e la n.7  “idempotenza tra insiemi”, della lezione precedente, sono tutte esempi di relazioni di equivalenza

Definizione : dato un insieme X su cui è assegnata una relazione di equivalenza ( , si chiama classe di equivalenza di un elemento x (  X  il  sottoinsieme di X che contiene tutti  e soli gli elementi di X equivalenti ad x ;  la classe di equivalenza individuata da x si indica solitamente con il simbolo ( x( e  si ha dunque  formalmente

                                                                         ( x ( = ( y ( X (  y ( x (
Si dice inoltre che x  è un rappresentante della classe ( x ( .

Osservazione : in base alla proprietà riflessiva, che per ipotesi una relazione di equivalenza necessariamente soddisfa, si  ha sempre  x ( ( x (
Osservazione : la notazione ( x ( utilizzata per indicare la classe di equivalenza individuata da x  coincide con quella introdotta a suo tempo per indicare il singoletto definito da x, ovvero  l’insieme ( x ( costituito dal solo elemento x . Si tratta ovviamente di due oggetti del tutto diversi che non vanno  confusi tra loro. In generale il contesto in cui la notazione ( x ( compare suggerisce senza ambiguità a quale di tali due  insiemi ci si riferisce. 

Teorema:  Sia X un insieme  su cui è assegnata  una relazione di equivalenza (, allora (  x , y (  X,  tra le classi di equivalenza da essi generate vale   necessariamente l’una o ( aut)  l’altra delle  due condizioni  seguenti: ( x ( =  ( y ( ; ( x ( ( ( y  (  (  (
Corollario : Sia X un  insieme  su cui è assegnata  una relazione di equivalenza ( ,  la famiglia delle classi di equivalenza distinte individuate dagli  elementi  di X ne costituiscono una partizione,  che è detta  la  partizione di X in classi di equivalenza modulo la relazione (.

Osservazione: dato un insieme X e su di esso una relazione di equivalenza (,  una classe di equivalenza (x( in X ammetterà in generale più di un  rappresentante. Ricordando  che da  x(y segue necessariamente la  (x( =  (y(   si può  concludere che  due elementi  x ed y  sono in relazione tra  loro se e solo sono due  rappresentanti di una  stessa classe. 

Definizione : Dato un  insieme X  su cui è assegnata  una relazione di equivalenza (,  l’insieme che ha per elementi tutte e sole le classi di  equivalenza distinte individuate dai punti  di X è detto l’ insieme quoziente  di X modulo la  relazione di equivalenza ( e si indica simbolicamente con :  X/(
Osservazione - Esempi :

Dato un insieme X e su di esso una relazione di equivalenza ( è naturale  pensare agli  elementi che appartengono ad una stessa classe (di equivalenza)  come ad oggetti che condividono una stessa proprietà e attribuire conseguentemente alla  proprietà da questi condivisa un qualche nome. 

Questo procedimento apparentemente astratto è sostanzialmente quello che si utilizza in ogni operazione di classificazione, dove oggetti distinti vengono raccolti in classi “omogenee” in base a ben definite caratteristiche da essi condivise. Più in generale è possibile ricondurre a questo procedimento l’emergere di  nuovi vocaboli che denominano opportune classi di oggetti “omogenei” nel linguaggio comune. 

Per quanto riguarda i processi di classificazione, esempi rilevanti di utilizzo della procedura di “ripartizione di un insieme in classi di equivalenza” ovvero di “passaggio all’insieme quoziente (modulo una relazione di equivalenza) ” sono  forniti dalle fondamentali classificazioni di Linneo in zoologia ed in botanica. 

Relativamente invece al processo di  “creazione di nomi e parole”  i casi che seguono possono essere istruttivi :

1 -  La relazione di “parallelismo” definita sull’insieme delle rette del piano (esempio 3)  ripartisce l’insieme  stesso in classi di equivalenza ciascuna delle quali contiene tutte e sole le rette che hanno la stessa “direzione”. L’insieme quoziente, che contiene infiniti elementi, prende il nome di insieme delle direzioni del piano .

2 -  Si consideri l’insieme delle rette “orientate” del piano, ovvero l’insieme formato dalle rette del piano una volta che si sia fissato su ciascuna di esse l’uno o l’altro dei due possibili “versi di percorrenza”. La relazione ( : due rette orientate sono in relazione se sono parallele ed hanno lo stesso verso è di equivalenza. Attraverso di essa  l’insieme  delle rette orientate si ripartisce in infinite classi di equivalenza ciascuna delle quali contiene tutte e sole le rette che hanno la stessa “direzione e verso”. L’insieme quoziente prende il nome di insieme degli orientamenti o delle direzioni orientate. I nomi Nord, Sud, Est, Ovest e simili sono quelli con cui denotiamo nel linguaggio comune particolari elementi appartenenti a quest’ultimo insieme.

3 -  Nell’insieme delle coppie di numeri naturali di cui il secondo diverso da  zero,  N ( ( N \ (0()  (insieme delle frazioni) si assegna la relazione di equivalenza (:  (m,n)((m’, n’)  se e solo se  m . n’  = m’ . n  (esempio 5).  L’insieme delle frazioni è così ripartito in infinite classi di equivalenza ed all’insieme quoziente  si dà il nome di insieme dei numeri razionali positivi. Un numero razionale positivo è quindi dato dalla collezione di tutte le frazioni equivalenti ad una frazione assegnata e può essere rappresentato da una qualunque delle frazioni appartenenti alla classe in cui esso consiste. Le frazioni  2/3 , 12/36 , 10/15 , 140/210  ad esempio forniscono quattro diversi rappresentanti della stessa  classe, ovvero di  uno stesso ed unico numero razionale positivo.

4 -  Nell’insieme dei numeri naturali, fissato un naturale k ( 0, si consideri la relazione resto modulo k (definita nel precedente esempio 6). In questo caso l’insieme quoziente è finito e contiene k classi distinte, che sono dette classi dei numeri che hanno lo stesso resto modulo k. 

5 -   Con riferimento alla relazione di idempotenza definita tra i sottoinsiemi dell’insieme universo U  (esempio 7) si ottengono infinite classi di equivalenza,  ciascuna delle quali contiene tutti e soli i sottoinsiemi di U che possono essere messi in corrispondenza biunivoca tra di loro. A ciascuna di queste classi, ovvero a ciascun elemento dell’insieme quoziente, è dato un nome e questo nome, che individua la proprietà detta cardinalità o potenza che gli insiemi appartenenti ad una stessa classe condividono, consiste in  uno specifico numero cardinale. Ad esempio, le “parole” (numeri cardinali) 0, 5, 6, 11, 90 sono quelle che si utilizzano per chiamare rispettivamente la classe a cui appartiene l’insieme vuoto, quelle a cui appartengono l’insieme dei giocatori di una squadra di basket, di pallavolo e di calcio, ovvero quella a cui appartiene l’insieme costituito dalle sfere che stanno all’interno dell’urna nel gioco del Lotto. I numeri naturali  forniscono in questo contesto il “vocabolario” con cui  è possibile dar nome a tutte le possibili cardinalità degli insiemi finiti, facendo con questo onore alla definizione attribuita  a Dedekind  dell’insieme N come insieme delle “parole” che consentono di dire “quante” persone sono in una stanza. La teoria della cardinalità diviene assai interessante appena si lascia l’ambiente finito e si cominciano a studiare le cardinalità degli insiemi infiniti (per altro la stessa distinzione tra insiemi finiti ed infiniti non è banale). In questo contesto ci si accorge immediatamente di aver bisogno di alcune nuove parole, quelle che servono per designare le cardinalità di insiemi  infiniti.  Si dovranno allora introdurre accanto ai naturali altri numeri , capaci di rappresentare appunto le diverse possibili numerosità degli insiemi infiniti. Questi numeri, la cui introduzione data dalla seconda metà del 1800 ed è dovuta essenzialmente al matematico polacco Cantor, prendono il nomedi numeri cardinali transfiniti. 

1.9. Logica Formale

· proposizioni

· logica “a due valori” 

· connettivi logici

· il connettivo congiunzione “e/o” = vel  (latino) ed il suo simbolo in  logica formale:  (
· il connettivo disgiunzione  “e” = et (latino)  ed il suo simbolo in  logica formale:  (
· il connettivo  negazione “non” ed il suo simbolo  in logica formale :  (
· il simbolo di  implicazione logica :  (
· il simbolo di doppia implicazione o di equivalenza logica : (
· principio di non contraddizione

· principio del terzo escluso

· predicati

· proprietà

· connettivi logici ed operazioni booleane su insiemi

· connettivi logici e diagrammi di Eulero-Venn

· quantificatori

· il quantificatore universale per qualunque elemento: (
· il quantificatore esistenziale esiste un elemento :  (
· il simbolo di esistenza e  unicità esiste un elemento ed uno solo :  ( !

· sistemi logico-formali:  (a) simboli e parole, (b) frasi ben formate, (c) assiomi, (d)  regole di inferenza

· assiomi e proprietà derivate (teoremi)

· il problema della “coerenza”

· il problema della “completezza”

· dimostrazioni

· condizioni necessarie

· condizioni sufficienti 

· condizioni necessarie e sufficienti e  proposizioni logicamente equivalenti  

· le locuzioni:  “condizione necessaria e sufficiente”, “ se e solo se” , “ tutti e soli”

· esempio di regola di inferenza : il  modus ponens  o sillogismo

· equivalenza logica tra le proposizioni “A ( B”  e  “(B (  (A”  (sua giustificazione mediante i  diagrammi di Eulero-Venn)

· dimostrazioni per assurdo

· esempi di negazione  di proposizioni in cui compaiono quantificatori

